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Die ndherungsweise Losung gewisser Operatorgleichungen (vgl. {1, p. 17;
7)) fiihrt auf einseitige Approximationsprobleme. Derartige Probleme sind
in der Literatur eingehend untersucht worden (vgl. [3, Chap. 3.8; 4, 6]).
In dieser Note wollen wir einige ergidnzende Betrachtungen anstellen. Der
Schwerpunkt liegt auf der Herleitung unterer Schranken fiir den Approxi-
mationsfehler. Bei der Formulierung der Ergebnisse ist nicht groBtmogliche
Allgemeinheit hinsichtlich ihrer Giiltigkeit in Banachverbdnden angestrebt.

1

Sei M # @ ein kompakter Hausdorffraum, U ein linearer Teilraum des
Raumes C(M) der iiber M stetigen reellwertigen Funktionen sowie fe C(M).
Bezeichnet (bei im weiteren festem f) K~ die Menge {ge C(M) | g < f}, so
nennen wir go€ U N K~ unteres Proximum zu f in U, wenn | f — g, | <
|f—g| fur alle ge U N K~ gilt. Entsprechend definiert man ein oberes
Proximum. Als Norm sei dabei die Maximumnorm verwendet. Ein unteres
Proximum existiert z.B., falls U endlichdimensional und U N K~ # @ ist.

Sei nun g,e UN K-; zerlegen wir die Menge der Extremalpunkte der
Fehlerfunktion f—g, in Et:={xeM|f(x) — gx) = |f— go!} und
E-:={xe M| f(x) — gox) = 0}, so gilt in Abwandlung des Kolmogorofi-
Kriteriums (vgl. [5, Satz 6.1; 1, Satz 4.4]) die Aquivalenz der folgenden beiden
Aussagen:

(1) g, ist unteres Proximum zu fin U,
(2) mingg(g(x) — go(x)) < O fiir alle ge UN K~

Mit Hilfe eines einfachen Kompaktheitsschlusses folgt aus (1) und (2):
(3) Fir alle geU gilt mingg+ g(x) < 0 oder max,. g g(x) > 0.

Diese Aussage ist von Interesse, wenn man fiir endlichdimensionale
Unterrdume eine [5, Satz 6.2] entsprechende Charakterisierung des unteren
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Proximums beweisen will. Im allgemeinen folgt aber aus (3) nicht (1), wie
folgendes Beispiel zeigt.

BespieL 1. Es sei M = [—1, 1], &(x) = x auf M, U = span{h, h?} und
f=H. & = —h® ist unteres Proximum zu fin U mit |f — ¢ | = 2. Auch
go = —2h2 erfiillt (3), wegen | f — g, | = 3 aber nicht (1).

Im weiteren werden wir jedoch sehen, dal3 obige Aussagen dquivalent sind,
falls U ein Haarscher Raum ist. Dabei brauchen wir uns nicht wie in [6]
auf abgeschlossene Intervalle M zu beschrianken oder wie in [3] zu fordern,
daB U ein g mit § < fenthilt.

Sei nun dim U = p < o0 und fe C(M)\U. Dann kann man wie iiblich
zeigen (vgl. {3, Satz 3.8.5]), daB (3) dquivalent ist zu

(4) Es existieren ganze Zahlen k, m 2 0 mit 1 <k +m<p+1,
paarweise verschiedene Punkte x;,..,x,€E*+ und y,,.., v, € E- sowie
Skalare «; ,..., a;, By ,.ey B > 0 mit

M=

k
Zaz+ 181=1
=1

=1

|

und

k

Y og(x) — Y Big(y) =0 firalle geU.
=1

=1

Wir nehmen nun an, dal U Haarsch ist. Mit (4) muB dann stets
k + m = p + 1 gelten. Dies ergibt insbesondere, da3 das untere Proximum
eindeutig bestimmt ist. Ferner impliziert (1) Aussage (4) mit k > 1, da bei
der Anwendung des Satzes von Carathéodory (vgl. [3, Satz 2.7.4, Beweis
von Satz 3.8.5]) einer der Punkte aus E+ beliebig wihlbar ist. Umgekehrt
folgt stets (1) aus (4), falls k > 1 ist.

Zusammenfassend erhalten wir

SAatz 1. Sei U ein linearer Teilraum von C(M) mit dim U = p; ferner
sei U Haarsch, oder U enthalte eine Funktion § mit § < f. Dann gelten die
Agquivalenzen (1) < (2) < (3) < () mit k > 1).

2
Im folgenden untersuchen wir die Frage, wie wir mit Hilfe linearer

Funktionale den Approximationsfehler 8(f, U N K-) nach unten abschitzen
kénnen. Wir beginnen mit folgendem einfachen Ergebnis:
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Satz 2. Sei U ein linearer Teilraum von C(M), und es existiere zu
fe C(MM\U ein g e UN K-. Dann gilt bei unterer Approximation von f in U
die Beziehung

8(f, UNK") = sup{l(f) [le U A |1 | <15 )

Dabei bezeichnet [, gemidB [8, p. 152] den positiven Teil (und I_ den
negativen Teil) des Funktionals / aus dem Banachverband C(M)*.
Man kann sofort Fille nennen, wo in (1) Gleichheit gilt:

Satz 3. Hinreichend fiir
S(LUNKY) =max{i(f)|l1eU-a|l | <1}

ist jede der folgenden drei Bedingungen:
(1) U ist endlichdimensional und Haarsch mit U N K- # &
(ii) U ist endlichdimensional, und es existiert einge U mit § < f;
(iii) U enthdlt die Konstanten.

Der Fall (iii) ist trivial, da das einseitige auf das gewohnliche Approxi-
mationsproblem zurilickgefithrt werden kann. In den Féllen (i) und (ii)
gehen wir so vor: Zu f existiert in U ein unteres Proximum g, . Fiir dieses
gilt nach Satz 1 die Aussage (4) mit & > 1. Definieren wir fiir g € C(M)

D = (13, w)(% med = £ ieto),

soist e U+t mit |I,| =1 und |f—g,| = I(f), d.h. [ ist ein maximales
lineares Funktional.

Mit Hilfe des Dualititssatzes von Fenchel (vgl. [2, p. 68]) 146t sich allge-
meiner folgendes Resultat beweisen:

SaTz 4. Sei U ein linearer Teilraum von C(M) und fe C(M)\U. Existiert
inUeing mitg < f, so gilt
S(LUNKY) =max{{{(f)|leU-a |l | <1
Zum Beweis definieren wir auf C(M) die konvexen Funktionale ¢ und —v:

o(g):=0, falls ge U
= 00, sonst,

vg):=—g—fl, fallsgek-
= -, sonst.

640/16/4-2
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Gemil8 der Definition in [2, p. 43] erhalten wir
p*() = sup{l(g) |ge U} =0, falls /e U+
= 00, sonst.
Weiter ist nach [2, p. 66]
yH(l) = inf{l(g) + g —fllge K}
Firle C(M)* mit |1, | <1 gilt y*(!) = I(f) wegen
() +1g—f1=2UH) —1(f—8)+|f—gl =)
Ist aber | [, | > 1, dann existiert zu ¢ > O mit e < |/, | — 1 wegen
Ll =supll(p) |0 <p <1}

eine Funktion p,e C(M) mit 0 <p, <1 und |I.| — I p,) < e Fir
o 2= 0 gehort g := f — ap, zu K~. Wir erhalten so

g) +1f—gl =Uf) —al(p) — P )

<lf)—ollL|—1—€—>—c0 (x— )

und somit y*(/) = —oo. Weiter enthilt K~ g € U als inneren Punkt. Insgesamt
sind damit die Voraussetzungen des Dualitiitssatzes von Fenchel erfiillt,
und wir erhalten

f,UNKY) = geiclifz;n (¢ — ¥Xg)
= max (y* — @*)}(])

leC(M)*

=max{l(f)| e U* A |, | < 1}.

3

Erginzend sei bemerkt, daB die Voraussetzung “int(K-)NU # @”
in Satz 4 nicht ohne weiteres weggelassen werden kann. Sonst bestehen
z.B. folgende Moglichkeiten: Es gilt nur

S(LUNKY) =supll(f) [ 1e Ut A L] <1},
d.h. es existiert kein maximales Funktional, oder sogar
Sf,UNK) >max{i(f)|leUt A |l ] <13,

d.h. das Maximum existiert, ist aber zu klein. Dazu zwei Beispiele:
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BeisPIEL 2. Wir kniipfen an Beispiel 1 an. Dort galt 8(f, UN K-) = 2.
Wir zeigen, daBl es kein maximales Funktional /€ U mit |/, | = 1 und
und I(f) = 2 gibt.

Zum Beweis denken wir uns durch

(9 = [ swde) fir geCl-1,1)

ein Funktional /e C[-1, 1]* gegeben. Die Belegung ¢ habe die Darstellung
¢ = ¢, — @_ als Differenz ihrer monotonen Teile ¢, und ¢_ . Es sei

= Vdp.l =1

vorausgesetzt. Wir brauchen dann nur folgendes zu zeigen: Gilt

1 1
f 2dp(f) =0  und f 13 do(t) = 2, @)

so hat / mit geeignetem Gewicht « > 0 die Gestalt
I(g) = —g(—1) — og(0) +g(1) fur geC[-1,1] 3)

Daraus folgt ndmlich sofort, daB fiir alle Funktionale /e U+ mit |, ] < 1
I(f) < 2ist.
Zum Nachweis von (3) definieren wir

1
G(x) := f 12 do(t).
Wegen (2) gilt G(—1) = G(1) = 0, und so ergibt partielle Integration

1 1
2 = Lt do(t) = L G(1) dt; (@)
wegen (4) und
1 1
GG < [ dpy() < f_l [dg. | =1

erhalten wir fiir fast alle x € [—1, 1] die Bezichungen

60 = [ rdp, )= [ 1dp,1 =1 5
und

Ll £2 dg_(£) = 0. ©)
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Aus (5) folgt, daB ¢, bei 1 eine Sprungstelle mit Sprunghdhe 1 hat und sonst
konstant ist. Entsprechend ergibt (6), daBl ¢_ hochstens Sprungstellen bei
—1 und 0 haben kann und sonst konstant ist. Ferner miissen wegen (2)
die Sprunghéhen von ¢, bei 1 und von ¢_ bei —1 gleich sein.

Wenn auch kein maximales Funktional existiert, so ist in diesem Falle doch

sup{{(f) [ 1e Ut a1 ] <1} =2, ™

denn fiir das zu vorgegebenem € > 0 durch

(D) = — 1o 8(-D — gy 8@ + s fir geCl-1,1]

definierte Funktional / gilt /e U%, | [, | = 1 und /(f) = 2(1 — ¢).

Beispier. 3. Beispiel 2 dndern wir nun ab, indem wir beziiglich des
unendlichdimensionalen Unterraums

U .= spanf{h, h%, h*, K8,...}

approximieren. Auch in diesem Falle ist g, = —4? nach Kriterium (2) ein
unteres Proximum zu fin U mit 8(f, U N K~) = 2. Sein nun /€ U* mit der
Darstellung

(9= [ e®ds() fir geCl—1,1]

betrachtet. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen,
daB die Belegung ¢ in 0 stetig ist und fiir alle € (—1, 1) ¢(#) = 3(e(z 4 0) +
p(t — 0)) gilt. Wegen

) =0 k=12..
ist dann fiir alle geraden Funktionen g € C[—1, 1]
1
0=1Lg) = [ s dig(t) — p(~1),
und somit gilt
ot) —e(—t) =0  fir te][0,1].
Beachten wir nun die Bezichungen
1 1
[ erdg() = 2 [ 4 do(t)
-1 0

und .
[ rde1=["1dp)
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so folgt
max{{(H le U+ A || <1}
1
= 2 max U t3d¢(t). p € BVI[0,1] A flqu;(t): 0 A f |dp | < 12
0 o 5
= 28(f 10,11 » span{h}) = }.
Damit haben wir

max{{(H) | /e UA |l | <1} =} <d(f,UNK) =2
gezeigt.

4

In diesem letzten Abschnitt gehen wir nun auf eine quantitative Bezichung
zwischen gewdhnlicher und einseitiger Tschebyscheff-Approximation ein.

Satz 5. Ist U ein linearer Teilraum von C(M) und fe C(M\U, so gilt

| 1 ]
SE0) ZSF UK TS URKY ®)

d.h. die Hilfte des harmonischen Mittels von 5(f, U N K~) und 8(f, U N K+)
ist eine obere Schranke fiir 8(f, U).

Dabei bedeutet K+ analog K- die Menge {ge C(M) | g > f}.
Interessant ist nur der Fall UN K- % o, UN K+ #% @. Nach Satz 2
ist dann

1 1

SLUAK) " SLUNKD
1L n || N
< inf l(f)ll(f)>0/\leU —|—1nf31(f) If) >0AleU
L 1L .
<mf——Tf)——(z(f)>0A1eU.

Mit | /| =|1_| + |1 | folgt daraus die Behauptung.

Zusatz. In folgenden Fillen gilt in (8) Gleichheit:

(i) U enthdlt die Konstanten;
(ii) Uist ein Haarscher Unterraum mitdim U = pund card M = p - 1.
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In (8) kann 8(f, U) nicht beliebig stark iiberschitzt werden, falls U eine
positive Funktion p enthilt. Fiir diese gelte

0 <p, <plx) <1 fir xeM,

wobei p, eine positive Konstante bedeutet. Betrachten wir ein Funktional
le UL, so gilt I( p) = O und damit /,( p) = I_( p). Dies liefert

[ ] =1() = L(p) =1p) = pl (1) = po | I_|

und
V= pol L ls
mit
[T+ =11]
folgt dann
A FA ©

Nach Satz 4 und (9) erhalten wir

1 4 1
M,UNK) ' 8, UnNn K%

— min ‘l—(’})—"leunl(f)>o=+min;—‘l(’-})—‘}lew/\l(f)>o
> P min |y [ Te U A1) > Of = (32 sy 00)

Abschliefend demonstrieren wir noch, daB in der Abschitzung (10)
nichts verschenkt worden ist.

BeisPiEL 4. Es sei 0 <9 <e <1, M =[—1,1], U = span{g} mit
gx) =1 +e—{x (1 + e fir xe M und

fx)=-—1, falls —1 <x < —q
=x/n, falls|x| <9y
= ], falls p << x < 1.

Wegen 8(f, U) =1, 8(f, UNK") = 8(f, UN K*) = (1 +2¢ —7)/e und
Do = €/(1 + ¢€) gilt dann

1 . 1 14+ 2 (2p0 1 )
SLUNK) "8, UNKD 1+ 2e—n\1-+p, 8(f, )/
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